Hoja 3 — Variables
aleatorias unidimensionales

1.- Sean C C P(Q2) y f: Q1 — Qo una aplicacién.

(1.a) Demostrar que f~1(A°) = (f~1(A4))°, fH(UierAi) = Uierf 14 v
S (MierAi) = Nier f 71 (Ag).

(1.b) Demostrar que o(f~1(C)) = f~1(a(C)).

2.- Sea una urna con 3 bolas blancas, 2 negras y 1 verde. Se extraen 3 bolas
al azar y se considera £ definida como el "nimero de bolas blancas extraidas”.
Construir la funcién de probabilidad inducida por £ y su funcién de distribucién.

3.- Sea (1 el espacio muestral asociado al lanzamiento de una moneda equilibrada
en tres ocasiones, con puntos muestrales denotados por w;jx con 4, j, k € {C, X }.
Sea

A = {¢,A1, A5, A3, Ay U Ay, Ay U A3, Ay U A3, A1 U Ay U Az}

una o-dlgebra sobre P(Q), donde A; = {Weews Weze}, A2 = @ — (A1 U A3) v
As = {wzaz}. Sea X(w) el "ntimero de caras obtenidas en el resultado w”.
Estudiar si X es una variable aleatoria.

4.- Sean Q = Z,, A = P(Q)y P{w}) = 27¢, YVw € Q. Se define {(w)
como el "resto de w (mdédulo k)”. Demostrar que £ es una variable aleatoria y
determinar los valores P(§ =r), parar € {0,1,....,k — 1}.

5.- Sea f : R — IRR"™ = [0,00) una funcién Riemann-integrable tal que
[7. f(w)du = 1. Demostrar que F(z) = [“_ f(u)du define una funcién de
distribucién absolutamente continua.

6.- La duracion T de las conferencias telefonicas en una central es una variable
aleatoria con funcién de densidad

[ ne—kt it 0
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(6.a) Calcular a para que f sea funcién de densidad.

(6.b) Si 1/k = 2 minutos, calcular la probabilidad de que una conversacién
dure mas de 3 minutos.

(6.c) Probabilidad de que una conversacién dure entre 3 y 6 minutos.

7.- Sea F' la funcién definida por

0, six <1/3,
F(x) = z?e7 1l si1/3 <z < a,
1, sia<z.

(7.a) Determinar los valores de a para que F sea funcién de distribucién.

(7.b) Determinar « para que F sea discreta. Andlogo para el caso absoluta-
mente continuo.

(7.c) Calcular P(liminf 4,) y P(limsup A,) cuando A, = [§ + 5k, a).

8.- Sea
0, six <1,
Fla) = (x +1)/10, sil<az<3/2,
- 1/3+(x—3/2)/3, si3/2<xz<5/2,
1, si5/2 <.

(8.a) Comprobar que F' es funcién de distribucién. Determinar las funciones
de distribucién Fy discreta y F» absolutamente continua tales que F(z) =
AF1(2) + (1 = M) Fy(z), Vo € R.

(8.b) Evaluar Pr(Q) y Pr(R — Q).

(8.c) Dada la sucesién de subconjuntos

e = (A 22)
n+1" n+l1 )’

A B <4n+3 8n+1)
2n — n an+1 ’

se pide evaluar P(liminf A4,) y P(limsup 4,,).

9.- Demostrar que la funciéon

B 0, six <0,
Fz) = { 1—2-o=1 _9-lel-1 & z>0,
es una funcién de distribucién de tipo mixto, donde [z] denota la parte entera

de »
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10.- Sea la funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucién
Cauchy

1 1
S R.
fx(@) A1+ TS

Determinar la distribucién de la variable aleatoria ¥ = 3X + 1.

11.- Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucién

0, six < —1,
0.2(x + 1), si —1<x<0,
0.3, si0<z<1/2

0.3+2(x —05)2, sil/2<az<]1,
09+02(xz-1), sil<z<3/2
1, si 3/2 < x.

(11.a) Comprobar que F es funcién de distribucién. Determinar las funciones
de distribucién Fy discreta y F» absolutamente continua tales que F'(z) =
AF(z) + (1 = M) Fy(z), Vx € IR,

(11.b) Determinar la distribucién de Y = | X|.

12.- Sea X una variable aleatoria exponencial de tasa A = 1. Se define Y = X?
Si0<X <2,V =4612<X<3,YV=-4X-4s13<X<4eY=0si
4 < X. Determinar la distribucién de Y.

13.- Sea X una variable aleatoria discreta con soporte Dx y funcién de masa
px. Sean g : IR — IR una funcién medible e Y = ¢g(X) la variable aleatoria
transformada. Demostrar que Y es una variable aleatoria discreta con soporte
Dy = g(Dx) y funcién de masa

py(y) = Z px(z), siye€ Dy.
{z€lR:g(z)=y}nDx

14.- Sea (IR, 3, P) un espacio de probabilidad, siendo P la medida de probabi-
lidad relativa a la funcion de distribucién

0, six < —3,
F(r) = 3 s —3<a <],
1, sixz > 1.

Sean las variables aleatorias & = X2, & = X3 y &3 = e~ X, supuesto que X es
una variable aleatoria con funcién de distribucién F. Calcular las funciones de
distribucién inducidas por cada una de ellas.

15.- Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

(( kgl Gioel11]
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(15.a) Determinar los valores de k tales que f es una funcién de densidad.
(15.b) Calcular la esperanza, la moda y la mediana de X.
(15.c) ;Para qué valores de k es méxima la varianza de X?

16.- Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién

0, six <0,
F(z) = L2’ g <a <1,
1, six > 1.

Calcular F[X] y Var(X).

17.- Sea
1, si0<zx<l,
f) = { 0, en caso contrario.
la funcién de densidad de una variable aleatoria X y sea Y = —21n X. Calcular

la distribucién de Y.

18.-

(18.a) Determinar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria
X discreta con momentos E[X"] = n%rl

(18.b) Determinar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria
X uniforme sobre el intervalo (a, b).

(18.c) Se sabe que la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria
X discreta viene dada por

1—«
Mit) = —— 1).
() = 1—= ac@)
Determinar la funcién de masa de X.

19.- Dada la funcién

1

) = —

©(t) 5 it
se pide:

19.a) Comprobar que ¢ es la funcién caracteristica de una variable aleatoria
2
X discreta y hallar la funciéon de masa, la media y la varianza de X.

(19.b) Escribir la funcién caracteristica de Y = 1 4 2X, asi como su media y
su varianza.
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20.- Determinar la funcién caracteristica de las variables aleatorias que cumplen:
(20.a) Toda la probabilidad estd concentrada en un punto.

(20.b) Toda la probabilidad estd concentrada en n puntos.

21.- Demostrar que p(t) = 2<% es la funcién caracteristica de una variable

aleatoria.

22.- El porcentaje de piezas defectuosas fabricadas por una maquina es el 4%.
Las piezas se empaquetan en lotes de 100. El cliente rechaza el lote si contiene
mas de dos piezas defectuosas. Calcular el porcentaje de lotes rechazados que
puede esperar el fabricante si el proceso de fabricaciéon no ha sufrido modifica-
ciones.

23.- En dos grupos de segundo ano de carrera se ha medido el coeficiente de
inteligencia de los alumnos. En el grupo A la media fue 100 y la desviacion
tipica 10, mientras que en el grupo B estas medidas fueron 105 y 12, respecti-
vamente. Supongamos que ambos grupos tienen el mismo nimero de alumnos.
Se escoge un alumno al azar y se comprueba que su coeficiente es mayor que
120. Calcular, suponiendo normalidad, la probabilidad de que el citado alumno
pertenezca al grupo B.
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